
ä"ñùú åéúñ – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(23.10.2004 ,2 äñøâ) äéðî úåðáå úåéôåñ úåöåá÷ :'á ÷øô

F : A → B úîéé÷ íà A ≈ B íéáúåë åðàå B äöåá÷ì äîöåò úååùäîöåò úååùäîöåò úååù A äöåá÷äù íéøîåà åðà .äøãâääøãâääøãâä .27
.B ìòå úéëøò ãç-ãç àéäù

íéòãåé åððéàù úåøîì íéøáéà ìù "øôñî åúåà" úåðåù úåöåá÷ éúùì ùé éúî øîåì åðì øùôàî äæ ñçé
.úåéôåñ úåöåá÷ ìù äø÷îá åîë ,ïäéøáéà úà "øåôñì"

[.26-î òáåð] .éáéèéæðøèå éøèîéñ ,éáéñ÷ìôø øîåìë ,úåìé÷ù ñçé àåä ≈ äîöåòä ïåéååù ñçé .èôùîèôùîèôùî .28
.P (A) ≈ P (B) íâ æà A ≈ B íà .èôùîèôùîèôùî .28.1

ä÷úòä àéä H(Y ) = F [Y ] é"ò äðåúðä H : P (A) → P (B) .B ìò A ìù ò"çç ä÷úòä F éäú .äçëåääçëåääçëåä
.P (B) ìò P (A) ìù ò"çç

,äéö÷åãðéàá äçëåä ,íäìù øãñä ñçé ììåë ,åðì íéòåãéë íééòáèä íéøôñîì ñçééúð .íééòáèä íéøôñîäíééòáèä íéøôñîäíééòáèä íéøôñîä
íééòáèä íéøôñîä úà øéãâð øúåé øçåàî .äéñøå÷øá íäéìò úåéö÷ðåô úøãâäå ,íäá ïåáùçä úåìåòô

.äúò íéùîúùî åðà íäá íéøáãä ïî ÷ìçá úåçôì ìôèðå
.òîúùîá åà ùøåôîá ,úøçà øîàð íà àìà íééòáè íéøôñî ãéîú åðîñé k, l, m, n úåéúåàä

.Nn = {m | m ∈ N, m < n} .à .äøãâääøãâääøãâä .29
.A ≈ Nn íà íéøáéàíéøáéàíéøáéà n úáúáúá àéä A äöåá÷ éë íéøîåà åðà ,n ∈ N -ì .á

.åäùìë n ∈ N -ì íéøáéà n úá àéä íà úéôåñúéôåñúéôåñ úàø÷ð A äöåá÷ .â
.úéôåñðéàúéôåñðéàúéôåñðéà úàø÷ð úéôåñ äðéàù äöåá÷ .ã

.B ≈ A ííà íéøáéà n úá àéä íâ B äöåá÷ æà íéøáéà n úá äöåá÷ A íà .à .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî .30
.úéôåñ àéä íâ úéôåñ äöåá÷ì äîöåò úååù äöåá÷ .á

.úéôåñðéà àéä íâ úéôåñðéà äöåá÷ì äîöåò úååù äöåá÷ .â
.äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ óàì äîöåò úååù äðéà Nn .èôùîèôùîèôùî .31

àéäù A ìò Nn+1 ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä F éäú n + 1-ì .éãééî äæ 0-ì .n ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä
úçðäì ãåâéðá ,äì ùîî úé÷ìç äöåá÷ ìò Nn ìù G úéëøò ãç ãç ä÷úòä äðáð .Nn+1-ì ùîî úé÷ìç

ç÷ð úøçàå ,G = F ¹ Nn ç÷ð F (n) = n íà åà n 6∈ A íà .äéö÷åãðéàä
.G = F \ {〈n, F (n)〉, 〈F−1(n), n〉} ∪ {〈F−1(n), F (n)〉}

.äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ óàì äîöåò úååù äðéà úéôåñ äöåá÷ .à .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî .32
.úéôåñðéà àéä æà äì úé÷ìç äöåá÷ì äîöåò úååù àéä äöåá÷ íà .á

.äîöåò úååù ïðéà Nm -å Nn m 6= n -ì .â
.ãéçé n ∈ N -ì íéøáéà n úá àéä úéôåñ äöåá÷ ìë .ã

.úéôåñðéà àéä N .ä
.'à úà øúåñ äæ Nn  N -ù ïååéëî æà N ≈ Nn íà :úçà äçëåä .'ä äçëåääçëåääçëåä

íééòáèä úöåá÷ ìò N ìù ò"çç ä÷úòä àéä F (x) = x + 1 é"ò äðåúðä N äîåçúù F :äéðù äçëåä
.N -ì ùîî úé÷ìçä íééáåéçä

.íéøáéà n + 1 úá äöåá÷ àéä A ∪ {x} æà x 6∈ A -å íéøáéà n úá äöåá÷ àéä A íà .à .èôùîèôùîèôùî .33
øôñî ìò äéö÷åãðéàá] .úéôåñ àéä íâ A ∪ B æà (úåøæ à÷ååã åàì) úåéôåñ úåöåá÷ ïä B-å A íà .á

[.B éøáéà
.A Nn ííà m < n -å ,åäùìë m ≤ n -ì íéøáéà m úá äöåá÷ àéä Nn-ì úé÷ìç A äöåá÷ .èôùîèôùîèôùî .34
úçðäá ùîúùä .A = B ∪ {n} åà A = B æàå ,B = A ∩Nn éäú n + 1 -ì .n ìò äéö÷åãðéàá .äçëåääçëåääçëåä

.'à33-áå B ìò äéö÷åãðéàä

5



.úéôåñ àéä úéôåñ äöåá÷ì úé÷ìç äöåá÷ .à .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî .35
.úéôåñðéà àéä úéôåñðéà äöåá÷ äôé÷îä äöåá÷ .á

.N -ì äîöåò úååù àéä íà äéðî úáäéðî úáäéðî úá úàø÷ð A äöåá÷ .äøãâääøãâääøãâä .36
.äéðî úá àéä Z íéîìùä íéøôñîä úöåá÷ .èôùîèôùîèôùî .37

.éâåæéà n-ì F (n) = −(n + 1)/2 -å éâåæ n-ì F (n) = n/2 é"ò úøãâåîä N ìò äéö÷ðåôä F éäú .äçëåääçëåääçëåä
.Z ìò N ìù ò"çç ä÷úòä àéä F

.äéðî úá àéä N .à .èôùîèôùîèôùî .38
.úéôåñðéà àéä äéðî úá äöåá÷ ìë .á

.äîöåò úååù ïä äééðî úåðá úåöåá÷ éúù ìë .â
.äééðî úá àéä {m | m ≥ n} = N \Nn äöåá÷ä n ∈ N ìëì .ã

.äéðî úá A ∪ {x} æà äéðî úá äöåá÷ A íà .ä
.äéðî úá äöåá÷ àåä B úéôåñ äöåá÷å A äéðî úá äöåá÷ ìù ãåçà .å
.äéðî úåðá ïä íééâåæéàä íééòáèä úöåá÷å íééâåæä íééòáèä úöåá÷ .æ

.(øúåéî úåøæä éàðúù äàøð øçåàî øúåé) .äéðî úá äöåá÷ àåä úåøæ äéðî úåðá úåöåá÷ éúù ìù ãåçà .ç
ãåçàì äååù A∪B -ù êëá ùîúùä åà 'ä-á ùåîéù êåú ,B éøáéà øôñî ìò äéö÷åãðéàá çëåä .å .äçëåääçëåääçëåä

.'ã-áå 'à35-á ùîúùäå B \A -å A úåøæä úåöåá÷ä ìù
.äéðî úá úé÷ìç äöåá÷ A-ì ùé æà A ≈ B  A íà .èôùîèôùîèôùî 38.1

G(0) = a é"ò G : N → A äéñøå÷øá øéãâð .a ∈ A \B éäéå ,B ìò A ìù ò"çç ä÷úòä F éäú .äçëåääçëåääçëåä
çéëåäì éã .äéðî úá äöåá÷ àéä RangeG ïëìå ò"çç àéä G éë çéëåð .G(n + 1) = F (G(n)) ∈ B -å
,G(0) = a ∈ A \ B íéé÷ k = 0 øåáò .k ìò äéö÷åãðéàá úàæ äùòðå ,G(k) 6= G(l) æà k < l íà éë

,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,íéé÷ k > 0 øåáò .G(l) 6= G(0) ïëìå ,G(l) = F (G(l − 1)) ∈ B -å
.G(k) = F (G(k − 1)) 6= F (G(l − 1)) = G(l) ïëì ò"çç F -ù ïååéëîå ,G(k − 1) 6= G(l − 1)

.äéðî úá äöåá÷ àéä N ×N .èôùîèôùîèôùî .39
äãå÷ðì úðúåð éæèø÷ä øåùéîá N ×N úåãå÷ðä âéøùá íéðåñëìàä êøåàì N ×N éøáéà úøéôñ .äçëåääçëåääçëåä

äéö÷ðåôäù äàøî äøéùé ä÷éãá .(k + l + 1)(k + l)/2 + k øôñîä úà k, l

.N ìò N ×N ìù ò"çç ä÷úòä àéä F (k, l) = (k + l + 1)(k + l)/2 + k

.äéðî úá àéä A×B íâ äéðî úåðá ïä B-å A íà .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .40
.äéðî úá A æà N ìù äîåñç àì úé÷ìç äöåá÷ àéä A íà .èôùîèôùîèôùî .41

àåä F (n + 1) .A ìù éøòæîä øáéàä àåä F (0) .ïî÷ìãë N ìò F äéö÷ðåô äéñøå÷øá øéãâð .äçëåääçëåääçëåä
çéëåäì éãë .F : N → A éë øåøá .äîåñç äðéà A éë äæë øáéà ùé .F (n)-î ìåãâä A-á éøòæîä øáéàä

.A ∩ {x | x ≤ F (n)} = {F (0), . . . , F (n)} éë n ìò äéö÷åãðéàá íéçéëåî A ìò àéä F éë
.äîåñç äðéà íà äéðî úáå ,äîåñç àéä íà úéôåñ àéä N -ì úé÷ìç äöåá÷ ìë .à .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî .42

.äéðî úá åà úéôåñ àéä äéðî úá äöåá÷ ìù úé÷ìç äöåá÷ .á
.äéðî úá A ∪B íâ äéðî úåðá B-å A íà .â

.ïë A ∪B íâ äéðî úá åà úéôåñ àéä B-å A-î à"ë íà .ã
.äéðî úá åà úéôåñ äöåá÷ àéä Range(F ) æà äéðî úá äöåá÷ DomF íà ,F äéö÷ðåôì .ä

.äéðî úá åà úéôåñ ,'á éôì ,àéä B \ A .B \ A -å A úåøæä úåöåá÷ä ìù ãåçàä àéä A ∪ B .â .äçëåääçëåääçëåä
.'ç38-å 'å38-á ùîúùä úòë

y ∈ RangeF ìëìù êëå RangeF äîåçúù G äéö÷ðåô øéãâð .DomF = N çéðäì øùôà .ä
äöåá÷ ìò RangeF ìù ò"çç ä÷úòä àéä G .F (n) = y -ù êë n éøòæîä éòáèä øôñîä àåä G(y)

.N -ì úé÷ìç
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.äéðî úá àéä Q íééìðåéöøä íéøôñîä úöåá÷ .èôùîèôùîèôùî .43
íä l -å k -ù ïëéä F (z) = 〈k, l〉 z éìðåéöø øôñî ìëìù êë äéö÷ðåôä F : Q → Z ×N éäú .äçëåääçëåääçëåä
äîöåò úååù Q ïëìå ò"çç àéä F .l > 0 -å íéøæ l-å k ,z = k

l -ù êë íéãéçéä íééòáèä íéøôñîä
.ïë Q íâ ïëìå ,'á42-å 40 ,37 éôì äéðî úá åà úéôåñ àéä RangeF .Z × N -ì úé÷ìçä RangeF -ì

.äéðî úá àéä Q ïëìå Q ⊇ N éë úéôåñ äðéà Q

àø÷ð x äé-n-ä éáéëø íùá .Nn äîåçúù äéö÷ðåôì àø÷ð ,äøåãñ äé-äøåãñ äé-äøåãñ äé-n åà ,äé-äé-äé-n íùá .à .äøãâääøãâääøãâä .44
A ìù íéøáéà íä äéáéëø ìëù äé-n .x0, . . . , xn−1 -á íâ íðîñðù ,x(0), x(1), . . . , x(n− 1) íéëøòì

.A éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷ úà An-á ïîñð A äöåá÷ì .A éøáéà ìù äé-n úàø÷ð
øåãñä âåæäå {〈0, x〉, 〈1, y〉} àéä y-å x íä äéáéëøù äé-2-ä éë ,øåãñä âåæä âùåîì ääæ åðéà äé-2-ä âùåî
ùîùì äìåëé àéä ïëìå (16) øåãñä âåæä úðåëú øçà úàìîî äé-2-ä úàæ íò .〈x, y〉 àåä íéáéëø íúåà íò

.{〈0, x〉, 〈1, y〉} äé-2-ä ïéáì 〈x, y〉 øåãñä âåæä ïéá ïéçáð àì êìéàå ïàëîå ,øåãñä âåæä íå÷îá
ïéáì x íöòä ïéá ïéçáð àì íâ úåáø íéîòô .ä÷éøä äöåá÷ä àéäù 〈〉 úçà äé-0 ÷åéãá äðùéù áì íéùð

.〈x〉 äé-1-ä
,'à-á øîàðù äî øåàì .〈x0, . . . , xn−1〉 -á ïîñð ,x0, . . . , xn−1 íä øãñä éôì ,äéáéëøù äé-n-ä úà .á

.òéøôäì äëéøö äðéà n = 2 øùàë äæ ïåîéñ ìù úåéúåòîùî-åãä
A éøáéà ìù úéôåñ äøãéñ .äøãéñä êøåàêøåàêøåà íùá àø÷ð n-ì .åäùìë n ∈ N øåáò äé-n úàæ úéôåñ äøãéñúéôåñ äøãéñúéôåñ äøãéñ .â

.A éøáéà íä äéáéëø ìëù úéôåñ äøãéñ úàæ
.F (〈x0, . . . , xn−1〉) øåáò F (x0, . . . , xn−1) áåúëð 〈x0, . . . , xn−1〉 äé-n-å F äéö÷ðåô ìëì .ã

.äéðî úá àéä äéðî úá äöåá÷ éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷ n > 0-ì .à .èôùîèôùîèôùî .45
.äéðî úá àéä äéðî úá äöåá÷ éøáéà ìù úåéôåñä úåøãñä ìë úöåá÷ .á

úà n > 0 øåáò ,øéãâð .A ìò A × A ìù P ò"çç ä÷úòä úîéé÷ 40 éôì .äéðî úá A éäú .à .äçëåääçëåääçëåä
P1(〈x〉) = x é"ò An äîåçúù äéö÷ðåôë n ìò äéñøå÷øá Pn äéö÷ðåôä

ä÷úòä àéä Pn éë íéçéëåî n ìò äéö÷åãðéàá .Pn+1(x0, . . . , xn) = P (Pn(x0, . . . , xn−1), xn) -å
.A ìò An ìù ò"çç

N éøáéà ìù N∗ úåéôåñä úåøãñä úöåá÷ ìò äéö÷ðåôä Q éäú .A = N øåáò èôùîä úà çéëåäì éã .á
ò""çç ä÷úòä àéä Q .Q(x) = P (n− 1, Pn(x)) + 1 n ≥ 1 íò x äé-n ìëìå Q(〈〉) = 0 é"ò äðåúðä

.N ìò N∗ ìù
øéãâäì àéä ,íééòáèä íéøôñîä ìò úåìåòôä ìù úåðåëúä ìò øúåé äáøä úëîúñîä ,úøçà äçëåä
àåä pk-ù ïëéä ,F (x0, . . . , xn−1) = px0+1

0 px1+1
1 . . . p

xn−1+1
n−1 é"ò N êåúì N∗-î F ò"çç äéö÷ðåô

.k + 1 -ä éðåùàøä øôñîä
.äéðî úá àéä íééøáâìàä íéøôñîä úöåá÷ .èôùîèôùîèôùî .46

ùé p-ì .éäùìë n > 0 äìòîî íéîìù íéîã÷î íò p íåðéìåô ìù ùøåù àåä éøáâìà øôñî ìë .äçëåääçëåääçëåä
ìù øãñä éôì ,ìùîì) åäùìë éúèéù øãñá íúåà øãñð .mp -á íøôñî úà ïîñð ,íéùøåù n øúåéä ìëì
äéö÷ðåôä fp éäúå (éðåéîéãä áéëøä éôì øãñð éùîî áéëø åúåà íò íéùøåùä úàå ,íäìù éùîîä áéëøä
〈a, k〉 úåâåæä úöåá÷ W éäú .íäìù øãñä éôì p éùøåù úöåá÷ ìò {0, . . . ,mp − 1} úà ä÷éúòîä
ïè÷ éòáè øôñî k -å 0 åðéà ïåùàøä äáéëøù íéîìù íéøôñî ìù 1 < êøåàá äøãéñ àéä a -ù ïëéä
〈a, k〉 ∈ W ìëìùå W äîåçúù äéö÷ðåôä F éäú .a àéä åéîã÷î úøãñù íåðéìåôä ìù íéùøåùä øôñîî
àéä F .F (a, k) = fp(k) øîåìë ,a àéä åéîã÷î úøãéñù p íåðéìåôä ìù é-k -ä ùøåùä àåä F (a, k)
úåøãñä ìë úöåá÷ àéä Z∗ -ù ïëéä ,W ⊆ Z∗ × N .íééøáâìàä íéøôñîä úöåá÷ ìò W ìù ä÷úòä
àéä W ïëìå úéôåñ äðéà W -ù øåøá .40-å 45 ,37 éôì ,äéðî úá àéä Z∗ × N .íéîìùä íéøôñîä ìù
àéä éë úéôåñ äðéà àéä íìåà ,äéðî úá åà úéôåñ àéä íééøáâìàä íéøôñîä úöåá÷ 'ä42 éôì .äéðî úá
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.N úà äôé÷î

8


